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Dans cet article nous construisons des structures combinatoires invariantes sous I’action d’une 
permutation donnie. Dans certains cas, le poids de ces dernitres correspond a des polynomes 
orthogonaux dont on a ajuste convenablement les paramttres. On examine ici de ces structures 
associees aux polynomes de Hermite, Laguerre, Krawtchouk, Meixner, Meixner-Pollaczek, et de 
Jacobi. 
0. Introduction 
Dans cet article, nous calculons le poids de structures (“combinatoires”) laissees 
fixes sous l’action d’une permutation /I donnee en nous servant d’une methode que 
nous appellons le principe d’autosimilaritk (voir [2, 3, 5, 61). Plus precisement, nous 
calculons, pour des especes de structures pond&es F associees a certaines familles 
de polynbmes orthogonaux, le poids, que nous denotons jx(F[jTj), de toutes les 
F-structures fix&es par p. 
La Section 1 est consacre aux notations et definitions de base de la thtorie des 
especes ponder&es qui nous seront utiles. Dans le Section 2, nous dtcrivons le principe 
d’auto-similarite. 
A la Section 3, nous appliquons ce principe a deux especes particulitres, denotees 
HI et H2, qui engendrent toutes deux la famille des polynomes de Hermite (sans 
Correspondance ci: I. Constantineau, LACIM, Universite de Quebec a Montreal, C.P. 8888, Succ. “A”, 
Montreal (Que.) H3C 3P8, Canada. 
0304-3975/93/$06.00 0 1993-Elsevier Science Publishers B.V. All rights reserved 
154 I. Constantineau 
toutefois Ctre isomorphes). Les especes HZ et H2 sont dotees d’une propritti remarqu- 
able: on peut utiliser les polynomes de Hermite, en ajustant convenablement leurs 
parametres, pour exprimer Jix(H1 [b]) et $x(HZ[ fl]). 
Dans le Section 4 nous introduisons une famille infinie d’especes ( Ltkl},, 1, toutes 
assocites aux polynbmes de Laguerre. Lorsque k= 1 nous exprimons, de la m&me 
maniere que pour les especes Hl et H2, les termesJix(Ltr]( fi)) a l’aide de ces derniers 
polynbmes. 
Les exemples donnts dans les Section 3 et Section 4 illustrent suffisamment bien la 
methode pour nous permettre de donner sans preuve des resultats analogues pour 
diverses especes assocites a des polynbmes orthogonaux. On trouvera une description 
sommaire de quelques-unes de ces especes h la Table 1 et les J;x correspondants a la 
Table 2. 
A l’exception des coefficients calcules pour l’espece Hl [ce dernier calcul est inedit], 
les resultats que nous presentons peuvent etre retrouves dans la these de doctorat de 
Decoste [S] qui les a obtenus dune toute autre man&e (en utilisant les series 
indicatrices de cycles). 
1. Espkces pondikes 
Soir R un anneau commutatif unitaire de caracteristique nulle. Une espkce de 
sfructures R-pond&he F=(F, WF) (voir [8, 15, 191) est une regle qui associe a tout 
ensemble fini U un couple (F[U], w FIul) oti F [ U] est un ensemble fini de 
F-structures sur U et ou wFtuI est une fonction de poids qui assigne a chaque 
F-structure s sur U un poids wFt”,(s) dans R (nous utilisons la notation 
wF(s)= wFtLII(s) pour designer le poids de s). De plus, si ZJ et V sont deux ensembles 
finis et si f: U-t V est une bijection, alors F determine, par definition, une bijection 
F [f]: F[U]-F[V] preservant les poids telle que 
(i) pour tout ensemble fini U, F [lLi] = lFtt,], et 
(ii) pour tout triplet (U, V, W) d’ensembles finis et toute paire de bijections 
f: U-V, g: V-W, on a F[gf]=F[g]F[f]. 
On appelle F(f) le transport (des F-structures) le long de 1: 
D&rite plus succintement, une espece de structures pond&e F=( F, WF) est la 
donnee d’une espece de structures ordinaire F (voir [15, 193) et d’une fonction de poids 
wF. Toute espece ordinaire F peut etre envisagee comme l’unique espece pondtree 
F=(F, wj7) oti, pour toute F-structure s, on a w&) = 1. 
Dans le texte qui suit, a moins d’avis contraire, le terme espece signifiera toujours 
espece R-pond&e. De plus, quelle que soit l’espece F=( F, WF), on transportera 
toujours les F-structures s sur U le long de fen rettiquettant tout point UES par 
f(u)~F[f](s). Par exemple, lorsque les F-structures sont des endofonctions C#I cela 
signifie que Ton conjuge 4 avec J F [ f] (4) =f@f - ‘. 
Pour toute espece F=(F, wF) et tout ensemble fini U, on pose 
IFPll= c wF(s). 
SGF[U] 
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Table 1 
Description d’espkes assocites B certaines familles de polyn6mes orthogonaux 
. Charlier C?‘(r): 
C,[Ul={(A, u)lAcU, OE&} 
j(A, ~)l~~=(l/a)‘~‘(-t)~~(‘) 
. Krawtchouk K,(t; p, N): & (-N).p”K(t; P> N) ~=(;;~;xr”l)’ 
Kl[U]=j(A, B, (i, s)lAti B=U, ogSA, wS,} 
[(A, B, CT, ~)~~,=(l-l/p)‘~‘(-t)~~~~)(t-N)~)“’~ 
KZ[U]={(A, B,f; T)IAWB=U,~:AHU, TES,} 
[(A, B, f; 5)(X1=(-1/p)‘B’(-N)rl.“)(-t)cy’r’ 
l Meixner m,,(t; K, c): 1 m,(t; K, c) ;=(I -x)-@+k) 1-2 
“>O i > c 
I(A, B, f)(M,=Kc)l(jir)(_f)cg(/l.) i-1 lB’ ( >’ 
M2[U]=Kl[U] 
J(A, B, O, r)~~~=(l/c)‘A’(-t)c)‘~u~(t+k)cy’r~ 




[(A, B, CT, ~)~~~,=(exp(-i/l))~~‘(exp(ii))~~’(a+it)’~’~’(a-it)~~“’ 
MP2[U]=K2[U] 
I(A, B, f; t)(MPI=(exp(-2i~)-l)‘B1(2u)cY’~~(a+it)cy(r1 
l Jacobi galp ?’ (S, T): aF,y)(S, T)=n!PF,” 
Les polynBmes PF,Y’(f) sent dtfinis par la relation suivante: 
c Ppy)(t) x”= 
*“+Y 
R(l -x+R)“(l +x+R)?’ 
06 R=R(t, ~)=(1-2tx+x~)“~ 
“$0 
J[U]={(A,B,~)JA~B=U,~~E~~[U],X,:AHU,~;,:BHU} 
,(A, B, f)l,=(l+~)cr(-fl,)(l+~)CL.(fl~)~’A’~’BI 
La sbrie ghbatrice exponentielle F(x) de F est dkfinie par la formule suivante: 
F(x)= f IFCnll ;> 
n=O 
06 [n]=(l,..., nj, si n>l, et [O]=@. 
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La serie F(x) est appelee la cardinalitb de F. Nous dirons que l’espece F engendre la 
suite tL)n~O=(I~Cnll)n~O de ses coefficients et qu’elle est associbe B la suite (fn1.l 
Soulignons ici que deux especes distinctes peuvent tres bien engendrer la mCme suite 
de coefficients. 
Nous ne considerons ici que des especes qui engendrent des suites de polynomes 
orthogonaux particuliers, a savoir les polynomes de Hermite, Laguerre, Meixner, 
Meixner-Pollaczek, Krawtchouk et Jacobi. On peut alors fixer l’anneau R entrant en 
jeu dans la definition d’espece R-pond&e comme Ctant l’anneau de polynomes 
R = C[a, c, p, CI, y, K, 1, N, S, T] oti C est l’ensemble des nombres complexes et ou 
a, c, p, a, y, K, L, N, S, T sont des indeterminees. 
Pour toute espece F=(F, WF), le transport don& par F permet de traiter les 
F-structures a isomorphisme pres. Si n est un entier nature1 et si p est une 
permutation de S,, le groupe symetrique sur [n], alors F[B] est une permutation 
de F[n]. On pose Fix(F[/I])=(seF[n]: F[fl] (s)=s} et 
J;x(FCBl)= 1 wF 6) ’ 
ssFix(F[/l]) 
Lorsque F est une espece ordinaire fix(F[ /I]) est simplement la cardinalite de 
Fix(F[p]). Soulignons quefix(F[p]) ne depend que du type (pi, p2, . . . , ,!3”) de la 
permutation p (pour tout entier i, /I a pi cycles de longueur i). 
2. Le principe d’auto-similariti! 
Le but de notre article consiste a calculer, pour certaines especes assocites aux 
polynbmes orthogonaux mention& dans le Section 1, les coefficients don& par (1) 
en nous servant de ce que nous avons nomme le principe d’auto-similarit& 11 s’agit 
dune methode qui permet de denombrer des structures combinatoires laissees fixes 
sous l’action dune permutation. 
Ce principe s’tnonce dans le contexte des especes ordinaires. I1 suffit ici d’en 
restreindre l’ttude a l’espece des relations binaires Rel, puisque toutes les especes 
F=(F, WF) que nous allons examiner ici sont telles que F est une sous-espece de 
Rel (F c Rel). 
Pour tout ensemble fini U, Rel [Cl] = {s\ s c U x U>. De plus, si f: U-+ V est une 
bijection alors le transport des Rel-structures le long de f est defini par la regle 
‘Remarque. On dit habituellement que l’espbce Pest un modkle combinatoire pour la suite { IF[n] ]}.30. 
Cependant, comme nous l’a fait remarquer Strehl[28], cette derniere definition n’est peut-Ctre pas vraiment 
appropriee. Par exemple, soit Q = {Q.}. b ,, une suite arbitraire (indicee par I’ensemble des entiers 2 0) dans 
I’anneau R. Definissons l’espece pond&e Expp =(Exp, wo) oti Exp est l’espece uniforme ordinaire (i.e. pour 
tout ensemble fini U, Exp[U] = { U}) en p osant, pour tout ensemble fini U, w,({U})=Qlul. L’espece Expo 
est, par definition, un modele combinatoire pour la suite Q. Mais, outre le fait que ExpQ(x) soit la serie 
generatrice de Q, on ne voit guere en quoi l’espece Expe peut servir de “modele combinatoire”. 
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Table 2 
Le fix des espkes associCes et les paramktres correspondants 
fiX(Ml[fi])= fj rp’ M,(t,, K,, c,) 
I=1 
n 
Jix(MZCBl)= n rBr Mpv(t,, K,, c’) 
r= I
jix(MP1 [/?I)= rap/lr!P~(t,; rep) 
,=I 








((_,)F1r)lD ’ r pair 
2 r-1 











t =-------; ,,~_w,(--N) W-t) I 
r r 
P,= -(-P)’ 
o&(-t) o&(K) C’ 
t I =-; ~,=---_-; C,ZP 
r r c’+(l -c)’ 
t,= __; K =w(h.+t)+oA(-t) 4-t) 












au + co 
z,=-------1; y,= 
w(l+Y) 1 ___- 
r r 
suivante: 
WI, XZ)EU x u, (f(xl),f(xZ))ERelCfl(s) * (XI, x2)=. (2) 
DCfinitions 2.1. Soient n > 0 un entier, fi une permutation de [n] et F une sous-espke 
de Rel. L’ensemble des cycles sous-jacents i la permutation /3 est d&not& C(B). Pour 
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toute F-structure s sur [n] nous definissons la relation quotient sJfi de s par /I de la 
man&e suivante: 
V(C, D)EC(B) x C(B), (C, D)=IP * 3=C, 3YED, (x, Y)ES. (3) 
De plus, nous posons QF( p)= { p~Rel[C(fl)] : 3seF[n], s//?=p} et designons par 
6 F, B: Fix(F [/I]) ++ QF( b) la surjection dtfinie par dF, B(s) = s//I. 
Si s est une F-structure quelconque il y a en general peu de caracteristiques 
communes a s et s/p. Cependant, si la structure s est dans Fix(F[ p]) alors s/p peut 
heriter de plusieurs proprietes de s. Par exemple, lorsque s est, respectivement, une 
endofonction, une permutation, un ordre lintaire sur [n], alors la structure quotient 
correspondante s/p est aussi, respectivement, une endofonction, une permutation, un 
ordre lineaire sur C( /?). En d’autres termes, il existe des especes F c Rel pour lesquelles 
on a QF( p) E F [C( /3)] (pour toute permutation /?). 
Cette derniere inclusion s’explique en partie grace a la regle de transport donnte par 
(2). En effet, pour toute structure seFix(F[/?]) et pour tout entier k>,O, on obtient 
alors 
(X> Yks * (Bk(X), flk(Y)kS. (4) 
Pour retrouver la structure s, il suffit done de specifier, pour tout cycle CEC(/I) et 
pour un unique point (arbitraire) x de C, la coupe s(x)= {y: (x, Y)ES} de s suivant x. 
Par exemple, si, pour tout C6C(/3), on donne s(min(C)), on peut alors reconstruire la 
structure s sans ambiguite. Le cycle C peut alors Ctre identifit a son minimum et, avec 
l’aide de (3) certaines proprietes de la structure s se transportent automatiquement sur 
la structure s//3. 
Bien entendu, sauf dans les cas triviaux (par exemple si fi est l’identite de [n]), 
toutes les proprietes de s ne sont pas transmises a s/p. En general, on perd de 1 
“information” en passant au quotient. Cette information perdue peut Ctre envisagte 
prtcisement en termes de coupes. 
Dkfinitions 2.2. Soient F ~Rel et P[n] l’ensemble des parties de [n]. Pour tous C, 
D dans C( /II), posons sin (min(C)) = { y: yEs(min(C)), YED}. Pour tout sEFix(F[ /3]) 
la fonction A”,,/, est definie comme suit: 
C-r u slD(min(c)). (5) 
DEWBI (0 
Toute structure s~Fix(F[p]) determine un seul couple (6,,,(s), A$,p)~QF(P) x 
P[nlc(p). Posons Sim(F, fi)= { (hF,@(s), A$, B): s~Fix(F[fi])}. Si on dtfinit la fonction 
TF,a: Fix(F[P])-+Sim(F, /?) par r,,,(~)=(S~,~(s), A>,p), on obtient la proposition 
suivante. 
Proposition 2.3. Pour toute espke FE Rel, tout entier n > 0 et toute permutation p de 
[n], la fonction rF, p est une bijection. 
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Preuve. Comme il a tte souligne plus ham, il suffit de determiner, pour tout cycle 
C dans C(p), la coupe du minimum de C pour (bien) definir la F-structure s. Soient 
s, .s’EF~x(F[P]). Si, pour tout CEC(p) on a A$, s(C)= A$, B(C) alors, pour tout C, on 
a s(min(C)) = s’(min(C)) ce qui entrahe que s = s’. La fonction rF, B est done injective. 
Par construction, r,, p est surjective. 0 
Le principe d’auto-similarite applique a une espece F G Rel consiste a construire, 
pour toute permutation p, l’ensemble Sim(F, /I) et a en enumerer les membres pour 
trouver la cardinalitt de Fix( F [ /I]). Nous l’avons appelt ainsi non seulement parce la 
plupart des especes F Ctudiees jusqu’a present sont telles que QF( /I) c F [C( b)], mais 
aussi parce que, m&me dans le cas ou cette derniere inclusion n’a pas lieu, la structure 
des elements de QF( /3) “tend a se rapprocher” de celle des F-structures. 
Lemme 2.4. Denotons les espbces (ordinaires) des endofonctions et permutations 
respectivement par End et Per. Pour toute permutation /I et tome sous-espece F de End 
(resp. Per) on a Qr(P) c End[C( /?)I (resp. Qr(p) G Per[C(j?)]). Pour tout cycle 
CEC( p) et toute End-structure s, si {s/p} (C) = D alors la longueur de D, denotbe (D 1, 
divise celle de C et AS;,p(C) est un singleton duns P[n]. 
Preuve. Ces resultats se deduisent immtdiatement des Definitions 2.1, 2.2 et de 
proprietts intrinseques (de definition) des endofonctions et permutations. 0 
Propribtk 2.5. Soient F une sous-espece de Rel et PES,. Denotons C’,(b) le sous- 
ensemble des cycles de longueur r de b’ et &,, la sous-permutation de /I dont le support est 
C,(p). Si, pour tome sEFix(F[/?]) et pour tout cycle C duns C,(p) on a (s/fi}(C)~ 
C,.(p), alors on obtient l’isomorphisme suivant: 
Sim(F, b’)- fi Sim(F, &,). (6) 
r=1 
Preuve. Fixons r, 1 dr < n. Pour toute structure s dans Fix(F [ /I]) et tout cycle 
C&J 8) la coupe s(min(C)) est determinee sans Cgard aux cycles de longueur autre 
que r. 0 
3. Esptces associbes aux polyubmes de Hermite 
On peut definir les polynomes de Hermite, H,(t), en posant 
C H,(t) <=exp(2tx-x2). 
IIBO n. 
DLtfinition 3.1 (Voir [9]). L’espece Hl =(Hl, WHY) est dtfinie par la regle suivante: 
pour tout ensemble fini U, on pose 
Hl[U]={@,: pZ=lLi}. 
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ou pf(p) et co(p) sont respectivement les nombres de points fixes et de cycles de 
longueur 2 (les couples de l’involution) de p. 
Proposition 3.2. Pour tout entier n 3 0 on a 
H,(t) = I ff1 Cnl I. (8) 
Preuve. Voir [l, 8, 91. 0 
SoientrEFix(Hl[p]), C,DeC(/?),xECet r(x)=yED. Soient 6(=6(r)),lafonction 
definie par (3) et A( = A(z)), celle dtfinie par (4). 
La fonction 6 est une involution de C( /?). En effet, si XGC et z(x) = YED alors r(y) = x 
et ainsi on a bien 6(C) = D ssi 6(D) = C. De plus, par le Lemme 2.4, si 6(C) = D alors on 
a (C(=IDI. 
Soit XECEC(IJ). Alors r(x)~6(C). Si r(x)=x alors A(C)=min(C). Sinon, soit on 
a tic et alors ICI est pair et A(C)=/3 IcV2 (min(C)) soit rod # C et alors on a que 
A(C) peut &tre arbitrairement choisi dans D. Dans ce dernier cas, si A(C)=y et si k est 
un entier tel que r”(y)=min(D) alors A(D)=r’(min(C)). 
11 n’y a pas d’autres facons de determiner la coupe des minimum de cycles de C( fi) 
suivant zEFix(H1 [ fl]). En fait, nous venons de caracteriser entierement I’ensemble 
Sim(H1, /I) et avons demontrt la proposition suivante: 
Proposition 3.3. L’ensemble Sim(H1, /?) est l’ensemble de tous les couples (6, A) oti 
(1) h~Hl[C(fi)] est telle que VC, DEC(@, 6(C)=D => (C(=IDj, et oh 
(2) A: C(fl)+[n] satisfait les proprihts suivantes: 
(4 VCWB), A(C)WC). 
(b) k’C~C(fi), si d(C)=C et 
(i) ICI est impair, alors A(C)=min(C), 
(ii) (C est pair, alors A(C)=min(C) ou A(C)=fitC”2(min(C)). 
(c) VC,DEC(B), si S(C)=D#C, A(C)=yeD, et si k est un entier tel que 
/?“(y)=min(D), alors A(D)=pk(min(C)). q 
Exemple. Considerons la permutation /I = (4) (6) (13) (25)~s~. La permutation 
t =(2)(5) (13)(46) est invariante sous conjugaison avec 8. Elle est tquivalente a la 
donnte du couple (6, A) od 6 est definie par S{(4)}=(6), S{(6)}=(4), 6((13)}=(13), 
S((25)j=(25), et A par A((4))=6, A{(6))=4, A{(13)j=3, 4{(25))=2. 
L’inverse ri:, B de la bijection de la proposition 3 peut, dans ce cas-ci, ttre d&rite 
de la maniere suivante: pour tout (6, A)ESim(Hl, b), r;: (6, A)=z si, et seulement si, 
Auto-similarit@ dans la combinatoire des polynBmes orthogonaux 161 
pour tout CEC(P) et tout xeC, 
flk(min(C)) = x * t(x) = pk(d (min(C))). 
On peut pondkrer trivialement les couples de Sim(H1, /I) de man&e d ce que 
l- H1 prkserve les poids des Hl-structures. 11 suffit de poser, pour tout 
(6, A@Sim(Hl, /?), WHY (6, A)= w~1 (r,: (6, A)). De plus, pour toute involution 
&Hl [C(p)] on dkfinit 
~‘Hl@)=~ b’Hl(d, AL 
A 
oti la dernike somme parcourt l’ensemble de tous les (6, A)~Sirn(Hl, /?) od 6 est fixCe. 
Evidemment, on obtient alors l’identitk suivante: 
fix(HlCP])= c WHI (6). 
dEff1 [C(P)1 
Thtort+me 3.4. Soit a une permutation de S, de type ( bl, p2,. . . , @J. Le poids total des 
HI-structures jixbes par p est don& par l’expression suivante: 
kWlCPl)= fj ((-2)r-‘r)Br’ZH,r(t,), 
r= 1 
r 2*-ltr (( _ 2r- l)r)l/2 ’ si r est impair, 03, pour tout r, t,= 2r-ltr_(_qr/2-1 ((_2r_l)r)l,2 9 si r est pair. 
Preuve. Puisque I’espke Hl satisfait la Propritte 2.5, tout couple (6, A)~Sirn(Hl, p) 
peut s’bcrire (6, A)=n:= 1 (d,,,, A,,,), oti, pout tout r on a (a,,,, A,,,)ESim(Hl, &,). Si 
CgC,(j) est un point fixe de d(,) et si r est impair, alors, puisque &,,(min(C))= 
min(C), on a wH1 (6 ,c) = (2)’ [on dira alors que le cycle C a le poids (2t)‘]. Par contre, 
si r est pair, C peut soit avoir le poids (2t)‘, soit le poids (- 2)“‘, les deux cas s’excluant 
mutuellement selon que, respectivement, d,,, (min(C)) = min(C) ou A(,.) (min(C)) = 
/V2 (min(C)). On obtient alors wH1 (a,,) = (2t)‘+ ( - 2)rj2. 
D’autre part, pour tout couple (C, D) de l’involution 6(,,, une fois A(,) (C) dttermint, 
ce qui peut se faire de r man&es, le poids total des couples correspondants obtenus 
dans r,l’ (&, A (*,) sera de (- 2)‘. Ainsi, on a wH1 (a,(,-, DJ) = r( - 2)*. 
En somme, on a 
wH1 @,r, ) = 
i 
((2t)r)Pfcw(r( _qr)cokhd, lorsque r est impair, 
((2t)’ + (- 2)r’2)pf@r1)(r( -2)‘)c0cb’P)), lorsque r est pair. 
Maintenant, par (7), (8) et par dtfinition de t, (dans (9)), on a 
H,, (t,) = 1 (2&)Pf’6’,‘) (- 2)‘“(4.J. 
~,IEH[CW)I 
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Si on pose 
A= 2’-lt*, 
i 
si r est impair 
2’-lt’_2r/2-l 
, si r est pair 




(( -2)‘_ +“)l’2 
. ( _ 2)co(Sd . ((_2)‘-‘r)Br’2 
= c (2~)Pf’“d. (( _ 4- $.)(B.-Pfmv2 . (_ 2)‘“k4,,) 
4,,~WC,~BII 
= c (2A)Pf’“d. (( _ 2)7.)@,.,) 
~,&~IC.(11)1 
= c WH’ @,r,) 
~,,EHCC.(B)I 
Nous abordons maintenant l’ktude d’une seconde espZce H2 associke aux poly- 
names de Hermite (les deux espkes Hl et H2 ne sont pas isomorphes). 
Pour tout ensemble fini U, une assemblke deJE&hes sur U est une partition de U en 
classes de cardinalit deux od chaque classe est munie d’un ordre total avec lequel on 
peut convenir de nommer le plus petit kltment la source et le plus grand le but, pour en 
faire une j&he. Evidemment, il n’y a d’assemblke de flkhes que sur un ensemble de 
cardinalitk paire. 
Definition 3.5. ([S]) On d&nit I’espke H2=(H2, WHZ) de la man&e suivante: pour 
tout ensemble fini U, H2 [ U] = {(A, B, g, h) ) AwB = U, g est une assemblke de flkhes 
sur A et h est une assemblke de points sur B}, et oti, pour toute H2-structure 
(A, 4 g, h), on pose 
wH2(A, B, g, h) =( - l)‘A”2 (2t)lB’ = (- l)f’(g) (2t)p’(h), 
odfl(g) dtsigne le nombre de flkhes de g et pt(h) le nombre de points dans h. 
Proposition 3.6. Pour tout entier n >, 0 on a 
H,(t) = H2[n]. 
Preuve. Voir [S]. 0 
Thi?orkme 3.7. ([S]) Si DES, est ulze permutation de type (/I,, p2,. . . , fin), on a 
jx(H2[/?])=i+ zY=iflr fi rflr12 fIti,( 
*=1 
(10) 
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oti i=fi, et &=(2/i)*-’ (f/J). 
Preuve. L’espece H2 satisfait la Propriett 2.5. En effet, une assemblee de fleches 
s laissee fixe sous l’action d’une permutation p ne peut qu’induire une assemblte de 
fleches s/b ayant pour but et pour source des cycles de m&me longueur. 
L’ensemble Sim(H2, &,.,) est l’ensemble de tous les couples (&,.,, A,,,) qui sont tels 
que 
(1) 4,#f2CCr(B)1 et 
(2) A(,): C,(@-[n] est telle que 
(a) si C est dans l’assemblee de points de 6,,., ou si C est le but d’une des fleches 
de 6(,, alors d,,(C)=min(C), 
(b) si C est la source d’une fleche (C, D) de 6,,, alors d,,,(C) est choisi arbitraire- 
ment dans D. 
De plus, si, pour tout &,EH~[C,( /?)I, on pose wHZ(~(I,)=((2t)*)pf(S[,)) (r( - l)“)pts(r)), 
on a 
Ji.w2CB1)= Ii I=1 (6,,,i;;cldil w7P”6”” M- 1)‘P@ 
D’autre part, en developpant (lo), on trouve bien 
in-Xf=lP, fi yBri2 HP&)= 0 
r=1 
4. Esptkes associbes aux polynhmes de Laguerre 
Les especes associees aux polynomes de Laguerre definissent des structures qui font 
intervenir des permutations dont les cycles sont pond&es. Le lemme suivant et son 
corollaire ont pour but de permettre l’enumeration, en tenant compte de la 
ponderation, de ces permutations lorsqu’elles sont fixtes par conjugaison avec une 
permutation fl~,S,. Une preuve detaillee du Lemme 4.1 peut etre trouvte dans [4]. 
Lemme 4.1. Soient n > 0, p une permutation de [n] constitube de n/r cycles de longueur 
r et T une permutation circulairefixte de C(B). Alors, pour tout entier d divisant r, si 
cp dbsigne la fonction (indicatrice) d’Euler, alors il y a q(d).r’““)-’ permutations SE& 
ayant r/d cycles de longueur ndJr qui sont laissbesfixes par conjugaison avec fi et telles 
que s//3 = 5. 
Corollaire 4.2. Supposons les permutations /I et 7 satisfaisant les m&?mes conditions que 
celles du Lemme 4.1. Soient q un poids dans un anneau commutatif unitaire de 
caractbristique nulle et s une permutation de S,. Si le poids w(s) de s est don& par 
w(s) = qcY@’ oti cy(s) est le nombre de cycles dans s, alors la somme des poids de toutes les 
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permutations s laissbes fixes par conjugaison avec /I telles que s//3 = T est igal 2i 
rw- 1 . w,(q) 
oti o,(q) est don& par l’expression suivante: 
o,(q)=C cp(4qr’d. 
dir 
On d&nit les polyndmes de Laguerre, L?‘(t), en posant 
Pour introduire la famille {Lrk1~k31 d’especes associees a ces derniers polynomes 
L!$ nous presentons d’abord l’espece des assembltes de pieuvres a partir de laquelle 
on d&nit les especes Ltkl. 
Soit U un ensemble fini. Une pieuvre (voir [l, 8, 24)) p sur U est une permutation 
circulaire d’ordres lintaires nonvides. Ces ordres linlaires sont appeles les tentacules 
de p. La longueur dune tentacule est le nombre d’tlements dans l’ordre lintaire qui la 
constitue. Une assemblbe de pieuvres f sur U est la donnte d’une partition rr de U oii 
chacune des classes de rr est muni dune structure de pieuvre. On denote par Pie et 
(resp.) Api les especes (ordinaires) des pieuvres et (resp.) assembltes de pieuvres. 
DCfinitions 4.3. Soient A un anneau commutatif unitaire de caracteristique nulle, 
{di)i> 1 et (ti);> 1 d eux suites d’tltments de A. Pour definir l’espece Pie(dl,d2,,,,; ll,f2,..,)= 
(Pie, WP;, ,d,.dI, tl.t*. ) ) on pose, pour tout ensemble fini Ii et toute pieuvre pEPie[U], 
oti k(p) est la longueur du cycle de p et tej(p) le nombre de tentacules de longueur 
j qu’elle contient. 
De plus, on d&it YesPice APi(d,, d,, ._.; t,,f,, . ..) = (APk wApi,dl d, _i,l ,* ,, ,) en Posant, Pour 
toute assemblee de pieuvres f sur U, 
od le dernier produit s’etend sur toutes les pieuvres p membres de l’assemblee f: 
ThCor&me 4.4. Soit dEA. Si, pour toute assemblbe de pieuvres f dans Fix(Api[/?]), on 
donne au cycle de toute pieuvre p dans f le m&me poids d (= d 1 = d2 = ...), alors on 
obtient 
-fi’@Pi(dl,d~ ,._.; t,,t, ,...) [PI)= fi rBriAPi(d’v),d(r) I.... t;,r: ,_..) [cr(P)Ii> 
r=1 
od d")=w (d)/r * . 
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Preuve. L’ensemble Sim(Api, &,) est l’ensemble des couples (a(,,, d,,.,) tels que 
(1) ~,r,~‘wCCr(P)1~ 
(2) d,,,:C,(p)+[n], est telle que, pour tout CEC,(P), d,,,(C)E6(,,(C). 
Chaque tentacule n de longueur j> 1 dans &,~Api[C,(/3)] induit, pour toute 
d(,) dans (a,,,, A,,,), r tentacules de longueurj dans rApi - 1 (6,,,, A,,.,). Ainsi W,,i(n) = r’(tj)‘. 
Finalement, tout cycle K de longueur i dans Api[C,.(B)] prend le poids 
W*pi(K)=ri-lO,(d). 
Puisque l’espke A@ satisfait la Proprittk 2.5, le thtordme est dtmontrk. 0 
Definition 4.5. Soit kg 1 un entier. L’espkce Ltkl=(Ltkl, W~WI) est la don&e 
(1) de l’espke Llkl qui assigne 2 tout ensemble fini U l’ensemble des quadruplets 
(A, B, f; 9) tels que 
(a) AaB=U, 
(b) f est une assemblke de pieuvres g tentacules de longueur plus petite ou tgale 
g k et 
(c) g est une assemblke d’ordres linkaires nonvides sur B. 
(2) De plus, pour toute LLkl -structure (A, B, f; g) sur U, on pose: 
oti o/(g) est le nombre d’ordres linkaires dans g et q(f), tei(f) ont ktk dkcrits plus 
haut. 
Proposition 4.6. Pour tous entiers k3 1 et ma0 on a 
\Lrkl[m))=m! L’,“‘(t). 
Preuve. Pour tout k on a, par dtfinition de Lckl, 
LCkl(X) = q 
Dtfinition 4.7 (Voir [8, 13, 24)). L’espke L=(L, We) est dkfinie comme suit: 
(1) Pour tout ensemble fini U, L[U] consiste en l’ensemble des triplets (f; A, B), 
que l’on appelle des configurations de Laguerre, tels que 
(a) ACJB=U, et 
(b) f: A G U est une fonction injective. 
(2) De plus, pour tout triplet (fT A, B)EL[U] on pose 
WL(f, A, B)=(l+a)cy’s’ (-t)‘? 
Proposition 4.8. Les esptces L et LI’] sont isomorphes. 
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Preuve. Soit U un ensemble fini et (f, A, B)EL[U]. La fonction f peut Etre scindte de 
man&e naturelle en une permutation gs dont le support est inclus dans A et en une 
assemblte d’ordres linkaires qui doivent tous aboutir dans B (pour que la fonction 
f soit injective). On obtient ainsi une L[‘l -structure sur U. Le poids de (f, A, B) est le 
meme que celui de la L-structure correspondante. La construction rkciproque est 
Cvidente. 0 
ThCorPme 4.9. ([S]) Soit p une permutation de S, de type (PI, pz, . . . , /3”). On a 
0ir l+a,=w,(l+a)/r et oti tr=(-l)r-ltr/r. 
Preuve. Pour tout r, l’ensemble Sim(L, &,) est l’ensemble des couples (6,,,, A,,,) tels 
que 
(1) &F~Ccml> 
(2) A(,,: C,(B)-[n] est telle que, pour tout 6,,=(v, V, W)EL[C,(/?)], 
(a) si C est dans V alors d,,,(C) est arbitrairement choisi dans 6,,,(C) et 
(b) si C est dans W alors d,,,(C)=min(C). 
Soit 6 = (v, V, W)EL(C,( p)]. Les cycles de V peuvent &tre regroup&s en deux classes 
dist(inctes VI et V, selon qu’ils font respectivement partie ou non des ordres totaux 
aboutissant dans W. 
Pour tous les cycles C dans VI, d,,,(C) est arbitrairement choisi dans 6,,,(C) et on 
a alors r man&es de ditterminer d,,,(C). On a aussi que chaque ordre total 0 dans 
SEL[C,(/?)] mduit, quelque soit A(,), r ordres totaux dans I-, ’ (d,,,, A,,,). De plus, 
pour tout C dans W il n’y a que le seul choix d,,,(C) = min(C) de dtterminer d,,,(C). 
Ainsi, on a wL(~(r)JO)=(-t)rrlol-l. 
Quant aux ClCments de V,, ils constituent, par dtfinition de &,EL[C,( /I)], le 
support d’une permutation z de V,. On a encore, pour tout C dans V, , que le choix de 
d,,,(C) est arbitraire dans 6(,)(C). Soit K un cycle de T. Par le Corollaire 4.2, puisque 
chaque cycle de r,’ (6, d) a un poids de (1 + r), on obtient la formule suivante: 
wL(K)=riKl 1 (r ; (1 +a)..d). 
Ainsi, pour tout r, on obtient 
zz c rB~-IBl-cy(/)(O,(l+CI))~~(S)(_-t)rlBI 
(S. A, BkLKr(8)l 
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